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摘要 研究多复变广义解析函数的一个非线性边值问题
,

讨论多复变中的 H ad a m ar d 估计和解 的

积分表示式
,

研究几个奇异积分算子
,

并用 cS h a u de r 不动点原理 证 明了解 的存在性
.

关键词 多复变广义解析函数 非线性边值问题

设 从 是复平面 C 上的单位圆盘
,

记 c Z 空间中

双圆柱域 D = D l X D Z ,

D l ,

D :
的边界分别为 L l :

}
2 1

} = 1
,

L Z :

1
2 : } 二 1

,

记 L = L 1 X L Z ,

用 D宕
,

D宕表示 从 k( = 1
,

2) 的内部和外部
.

设 t 二 (t 1 ,

t Z ) 呀五
,

当点
z = ( z , , 2 2 )从 D广x D矛趋 于 才时

,

记函数 。 ( 二 ) = 中 ( 二 1 , 二 2 )相应极 限值为 。 土
,

士 (t 1 ,

t Z )
.

引理 i川 设 价( t )在 毛 上连续
,

则 e a u e h y 型

积分

5 1 ` 一

示几
5 2 ` =

示爪
剔

·

渝

誓男
d一

,

兰
鬓晋留

d一
,

{
州 r Z )

万 , 二于书子二二下 d: l d: 2 ,

L 、 r l 一 L l 少\ 丁 2 一 L Z /

t l 任 L l ,
t Z 任 L 2

.

引理 2 2[] 若 ( 1) 式中 协( )t 任 IIH ( L
, 。 )

,

则

。 ( 2 1 , 之 2 )解析
,

且对于 ( t l ,
t Z ) 任 L

,

有

, “ 1 ,

一 ’ 认赤弃{
价( t ) d t l d t Z

: ( t l 一 2 1 ) ( t Z 一 2 2 ) 。 二 ( : 1 ,
: 2 ) 一

告〔
, + 5 1` + 5 2` + 5 3` ,̀ : 1 ,

, 2 ,
,

( 1 )
中 ` 一

( t l ,
t Z ) =

( : * 任 L * )
,

是解析 函数
,

且 。 ( 二 1 ,

co ) 二 中 ( co
,

2 2 ) = 中 ( co
,

co ) = 0
,

若对任意两点 t
, : 任 L

,

有 }协( t) 一 协( r) }毛

。 一 +

( t l ,
t Z ) =

音卜
` 一 5 1 ` + 5 2 ` + 5 3 `」( ` 1 ,

` 2 ’
,

专卜
` + 5 1` 一 5 2 ` + 5 3 `〕( “

,
` , ’

,

·
}
· ,

其中 . ,

一 ,一 (么
. ,无

一
*

}
2

)告
,

0 <

J l 为正常数
,

称 价( t) = 协( t l , t Z )在其特征

上满足 H d de r
条件

,

并记作 笋( t) 任皿 ( L
,

中一 ( t l ,
t Z )

一

音〔̀
一 5 1` 一 5 2 ` + 5 3 `〕( “

, ` , ’

J l 】t 一

a < 1
,

流形 L

a)
.

定义 1}价 }!
。

·

二 C (价
,

L ) + 皿 (笋
,

L
, a ,

)
.

则

}}势
1 + 价: 】}

。

毛 {1

{! 价
1笋:

}}
。

镇 J
Z

势1
1}

。
+

笋1
}}

。

}!

}! 价
2

}!
。 ,

必:
!}

。 ,

( 3 )

1 广义解析函数的积分表达式和奇异积分算子

设 F l ,

F Z任 C ’ ( D )
,

D 二 D l X D Z ,

并定义方

程组

( 2 ) }竺
-

l w 砚 =

F l ( 2 1 , 2 2 )
,

F Z ( 2 1 , 2 2 )
.

( 4 )

其中 J
:
为正常数

,

必1 ,

势2任皿 ( L
,

a)

引进积分算子 2[] 的解 w ( 2 1 , 2 2 )为多复变广义解析函数
.

设 F l ,

2 00 1
一
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一

0 3 收稿
,
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一

0 3 收修改稿
,
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F : 任 C ` ( D )
,

则方程 ( 4) 可解的必要条件是 关于
二 ,
有 F ( 二 1 , 二 2 ) 任 L p

.

2 ( c )
,

其范数 “ F “ ,
.

2 二

F ,
兀 一 F Z

可
,

( 5 ) 1I F
,

关
,

且称条件 (5 ) 为 (4 ) 的相 容条件
·

因 为 F杯 一 任 C
,

( w护可
= (咋 )砚一 lF 亏

D 。 :
, + .}

二。 Z F

}去
,

z2

冬 ` l

D 广!l , 与
z :
无

p > 2
,

D +I 为单位圆盘
,

则对于每个固定的 z2
,

有

( 1 ) 1T I F I镇M
Z ( P ) }} F 11

,
.

2 , 2 1 任心 ;

引入奇异积分算子 [” ]

T I F ( 2 1 , 2 2 )

T Z F ( z , , 2 2 )

D
;

粤碧
互 +

:

(六
,

一

)
d · r ,

D

; (六一 )
, · 1 一

D

; 互二毛于咨誓经
+

F

(一六)
d·

二 2

”
; (六一 }二

2 一

( 2 ) 对任意
2 1 , z ’ , 任 C

,

有 } T I F ( 2 1 , 2 2 ) 一

T , F ( z ` , , 2 2 ) 1( M
Z (户 ) 11 F 11 ,

.

:
1

2 ; 一 z ` ,
l
“ , a =

力二卫
.

P

( 3 ) 又寸于 }
2 1

} ) 3
,

有 } T , F l ( M
: ( P )

.

_
.

…
了孟

1

、
{{ 厂 11户

,

2 1 2 1 1
、

p
一 ,

;

( 4 ) ( T z F );
, = F

, 2 2任 c
·

证明 ( 1) 一 ( 3) 可由文献【3 〕直接得证 (略 )
.

( 4 ) 对任意的 价( 右
, 二 2 )任 n 么( e )

,

( : : 固定 )
,

有

其中

D +2

D犷为 l : , l毛 L
, : , = 奋, + i , 1 ,

d o r , = d右l d , 1 ,

万
。 F `:

,

一 ,“ :
,

一 , d。 。

且
c F (`

, · 2 ’ “ `
, · , ’ “ “ `

十

厅丁
,
F 丝二立华卫Zd 。 。 =

JJ C 一

J厅

+

ù

日
训即日刀ù日
浏邝日日ù

卫11卫11卫且卫且一一一一

为 1
r Z

I( L
, r Z = 夸2 + i , 2 ,

d a · 2 = d右Z d , 2
· a必(言

, 2 2 )

定义多复变函数 g ( 2 1 , 2 2 ) 在复平面 c 上关

于 2 1
的广义微商

:

若给定
z : 任 C

,

对任意 必( 2 1 ,

2 2 ) 。 D乳 ( e )均 有 汗
F ( 二 1 , 二 2 ) , (二 1 , 二 2 ) d 。 二 ,

十

J口 C

且
D

;

讨
F (

一
,

且
C

勺 一 右

刁价(右
, 2 2 )

d “ 。d a r : +

汗
_ _

,

泥兰工匀
, 些 )

,

日
。 g 、 2 1 , 2 2 ) 。

一
a a z ,

“ 七 口 2 1

为函数 g ( 二 1 , 2 2 )在复平面

IT

,

F

}粤
, 二 2

{
_

各一二一了二 {}
_

} r l } 日司 C 1

一 一 行
r 1

d汀。d a : , =

D

邝日刀

= 0
,

则称 F ( 2 1 , 2 2 )

C 上关于 且
。 F ( :

,

一 ,` (。
,

一 , d· 。 -

C

D

; F ( r ` , 2 2 )笋(
· 1 , 2 2 ) d “ · 1

C

D
; F ( r ’ ` , Z , )笋( r ’ 1 , 2 2 ) d 。 · 1

汗日司邝日刀
商

,

记为 g ( z , , 2 2 )可一 F ( 2 1 , 2 2 )

的
二 2 ,

有 笋( 2 1 , 二 2 ) 的支集
:

G =

·

z ,
的广义微

若对于固定

1( 2 1 , 2 2 ) \

笋( 2 1 , 2 2 )尹 o
, 二 1任 C } 为 e 中有界集合

,

协( 2 1 ,

2 2 )又为无穷可微函数
,

则 称 必( 2 1 , 2 2 ) 任 D 么( C )

(关于
2 1 )

.

同样
,

给定
2 1 任C

,

也有类似定义
.

引理 3 ( n a d a m a川 ) [3 ] 令 G 为复 平面 中的有

界域
, : , 二 `

为复平面中任意两点
, 二尹 z’

.

。 ,

月

满足 o < 。 ,

月< 2
, 。 + 月> 2

,

则有

井
c F ( 。

,

一 ,“ `
,

一 , d。 。 -

且
c F (。

,

一 ,“ 。
,

一 , d· 。 一 0

J
。 }

一
厂

·
,

一
厂 ” d o r

、

M
l ( a ,

月) 一 z 一 z `

12一 a 一尹
.

所以 ( T I F )、
, =

.F

引理 梦3] 设对每个固定的
二 ; 任C

,

关于

F ( 2 1 , 2 2 ) 任 L , , : ( C )
.

并且其范数 }} F }l

M
l
为仅与

。 ,

月有关的正常数
.

引理 4 3[] 设对每个固定的
2 2 任C (全复平面 )

,

}! F
,

D +2

关
,

p > 2,

户 +
.}
· 、 Z F

(一 六)
,

D : .} ,
与

z :
有

P
.

2 一

z 一
无

则对每个固定
2 1任 C

,

有
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( 1 ) 1T Z F I簇M
Z ( 户) 11F 11 ,

.

2 , 2 2 任C ;

( 2 ) 对任意
2 2 , z ` 2 任 C

,

有 } T Z F ( z , , 2 2 ) -

T Z F ( 2 1 , z ’ 2 )簇 M
Z ( 户 ) !1 F 11

,
,

:
!1

2 : 一 z ` :
11

“ ,

_ 力止卫
_

P

( 3 ) 又寸于 } z :
} ) 3

,

有 } T Z F } 镇 M
: ( P )

F 11 ,
,

2
一
二 2
一(圣

一 `

)

。 ( : 1 , 2 2 )百
, =

W ( 2 1 , 2 2 );
, 一 ( T I F I )万

: 一 ( T Z F Z )万
, +

( T Z
[ ( T 1 F l )、

2

] )、
, =

F l 一 F l 一 ( T Z F Z )、
1 + ( T Z [ T l ( F l、 2

) ] )、
, = o

·

。 ( 2 1 , 2 2 )万
2 = F Z 一 T l ( F l、 2

) 一 F Z + T l ( F l万2

) = o

( 4 ) ( T Z F );
2 = F

, 2 2 任C
·

推论 1 在引理 4
,

5的条件下
,

(1 ) 对于每个固定的
二 2任 C

,

及
。 =

关于
2 1 ,

有 T I F 任 C
。

( C )
,

且 T I F ( co
,

P 一 2

P
2 2 ) = 0

(2 ) 对于每个固定的
2 1 任C

,

及
。 = 之二卫

关

于 2 2 ,

有 T Z F 任 C
。

( C )
,

且 T Z F ( 2 1 ,

co ) = 0
.

定理 2 设 F ( z , , 2 2 )对每个固定
2 1任 C

,

关

于 二 2 ,

当 }
二 1

}簇 1 时
,

F ( 2 1 , 二 2 ) 任 C
。

( C )
,

且

IF ( 二 1 , 二 2 ) 1镇 M
3 ,

M
3 和其 H 6 l d e :

常数与
二 1
无

关
.

当 二 1 ) 1 时
, 二

圣F ( 2 1 , 二 2 ) 任 C
。

( e )
,

且 I
二

圣F

( 二 1 , 2 2 ) }簇M
4

.

其 H 6 ld e r
常数及 M

;
与

二 ,
无关

.

0 < a < 1
,

那么对每个 固定的
2 1 任 C

,

关于
z :
有

T I F 任 C
。

( c )
,

且其 H d de r
常数与

二 1
无关

.

定理 3 设 F ( 2 1 , 2 2 )对每个固定
二 2 任C

,

关

于 z , ,

当 } z : }镇 1 时
,

F ( 2 1 , 2 2 ) 任 C
。

( C )
,

且

IF ( 二 1 , : 2 ) 1簇 M
S ,

M
S 和其 H 6 1d e :

常数与
z :
无

关
.

当
: 2妻 1 时

, z

圣F ( 二 1 , 2 2
) 任 C

。

( e )
,

且 !
:

圣F

( 二 , , 2 2 ) }镇 M
6

.

其 H 6 ld e r
常数及 M

6
与

: : 无关
.

0 < a < 1
.

那么对每个固定的
2 2 任 C

,

有 T Z F 任 aC

( C )
,

且其 H 6 l d e :
常数与

z :
无关

.

定理 4 设 F ( 2 1 , 2 2 )满足定理 2
,

定理 3 中 F

的条件
,

则有 T 、F ( 2 1 , 2 2 ) 任c
。

( C Z )
,

i = 1
,

2
.

定理 5 设 (4 )式中 F l ,

F Z 任 C ` ( D亡x D牙)
,

并且适合相容条件 ( 5) 以及定理 4 中 F 所满足的条

件
,

( T I F , )砚也满 足定理 4 中 F 的条件
·

D亡
,

D 牙为 c 中单位圆盘
,

则在 D 广X D矛
,

D广X D 玄

中的广义解析函数 w ( 2 1 , 2 2 )
,

有如下积分表达式

因此 中 ( 2 1 , 二 2 )是 D广X D牙
,

D广x D 牙中的解析

函数
,

即 ( 6) 式成立
.

引进奇异积分算子 T 3 ( lF 、 2

) 一 T Z〔( IT IF )、
2

.]

定理 6 在定理 5的条件下
,

又设 lF : 1

满足定理

4 条件
,

则有

( 1 ) [ T 3 ( F l万2

) ]万
, 一 T Z ( F l

几)
,

[ T 3 ( F l万2

) ]百
2 -

T I ( F l万2
) ;

( 2 ) T 3 ( F l、 2

) ` C
。

( C Z ) ;

( 3 ) T 3 ( F l万
2

) ( co
, 2 2 ) 一 T 3 ( F l ; 2

) ( 2 1 ,

co ) =

T 3 ( F l ; 2

) ( co
,

co ) = o
·

2 广义解析函数的 lP e m elj 公式

定理 7 若 w ( : 1 ,

z2 )为在定理 5 条件下的广

义解析函数
,

再设 F l ( 2 1 ,

co ) = F Z ( co
, 2 2 ) = 0,

lF 、 2

满足 定 理 4 的条件
,

则 有 广 义 解析 函数 的

P l e m e
lj 公式

W
+ 十

( t l ,
t Z ) = ( T 1 F l ) ( t l ,

t Z ) + ( T Z F Z ) ( t l ,
t Z ) -

[ T 3 ( F l、 2

) ] ( t l ,
t Z ) +

1
。 , ~ ,

.

。 ,
.

。 」 , ,
_

丁 L尹 + 乙 1尹 + 己 2尹 + 乃 3 甲 ]气t l , t Z )
,

件

W
+ 一

( t l ,
t Z ) = ( T I F I ) ( t l ,

t Z ) + ( T Z F Z ) ( t l ,
t Z ) 一

[ T 3 ( F l、 2

) ] ( t l ,
t Z ) +

1
。 , ~ , 。 ,

.

。 」 : /
_

奇 [ 一 必一 S
,

价+ 5 2价 + 5 3价] ( t l ,
t z )

,

4

“
一 几 ’

一 ` ’

一 J ’ “ 、 一 ` , `
二

W ( 2 1 , 2 2 ) = T I F I

中 ( 2 1 ,

+ T Z F Z 一 T Z
[ ( T I F I )不 ] +

2 2 )
,

( 6 )

中 ( 2 1 , 二 2 )是 D 广x n 犷
,

D广

证明 令 中 ( 2 1 , 2 2 ) =

T Z F Z + T Z [ ( T I F I )、
2

]
,

则

X D 牙中的解析函数
.

W ( 2 1 , 2 1 ) 一 T I F z 一

W
一 +

( t l ,
t Z ) = ( T I F I ) ( r l ,

t Z ) + ( T Z F Z ) ( t l ,
t Z ) -

[ T 3 ( F l、 2

) ] ( t l ,
t Z ) +

l
r , ~ , , , 。

奇仁一 价+ S
,

必一 5 2价+ 5 3必J( t l ,
t Z

)
,

4 “
一 且 `

一 ` ’

一 口 ’ “ 、 一 ` 1 一 `
一

W一 ( t l ,
t Z ) = ( T I F I ) ( t l ,

t Z ) + ( T Z F Z ) ( t l ,
r Z ) 一

[ T 3 ( F l、 2

) ] ( t l ,
t Z ) +

1
。 , ~ . ~ , 。

言L协一 S `价一 s , 价 + 5 3价] ( `
1 , ` 2

)
·

_

( 7 )
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其中 ( tl,
t Z ) 任 L l X L Z ,

毛 1 :

} t l { = 1
,

L Z :

! t 2
1=

1
,

且有 W ( co
, 2 2 ) = W ( 2 1 ,

co ) = W ( co
,

co ) = 0
. 定理 8 设 D 犷

,

D犷为 C 中的单位圆盘
,

对

于每个固定的
2 1任C

,

关于
z :
有

3 非线性边值问题 O 的解的存在性及积分

表示式

设 D +l
,

D +2

( } 2 1 1镇 1)
,

( } 2 1 1) 1 )
,

} t 1 1= l
,

毛 : 为 ! t Z

C ( t l ,
t Z )

,

D ( t l ,

C 平面上 的单位 圆盘
,

L l
为

二 1
,

A ( t l ,
t Z )

,

B ( t l ,
t Z )

,

t Z )为在 L I x L : 上给定 函数
,

{黑育譬屯止
,

,

{工井黑勇譬蕊止
。

,

( } 2 1 1镇 1 )
,

( 1 2 , I ) i )
,

( i 一 1
,

2 )

为川

函数 f ( t l ,
t Z ,

w
+ + ,

w
十 一 ,

w
一 十 ,

w 一 ) 在

L l X L : X C X C X C X C 上给定
,

我们寻求在 D

x D牙
,

D 广 x D牙 内广义 解析
,

在 D广又 D犷

其 H o lde r
常数和上界均与

2 1
无关 ; 又对于每个固

定的
2 2 任C

,

关于
2 1
有

+-1+

L 1 X L Z ,

( 2 1 , 2 2 )

( co
,

co )

D 广X D牙 十 lL

使得 W ( 2 1 ,

x L : 上连续的函 数 w

co ) = W ( co
, 2 2 ) 二 W

二 0
,

并且适合非线性边值条件
:

户
` F风 ’ ` 引>c,

、

{
z芝 T l ( F l; 2

)` c
。

( C )
,

A ( t l ,
t Z ) W

+ +

( t l ,
t Z ) + B ( t l ,

t Z ) W
一 +

( t l ,
t Z ) +

C ( t l ,
t Z ) W

一 +

( t l ,
t Z ) + D ( t ; ,

t Z ) W一 ( t l ,
t Z ) =

g ( t l ,
t Z ) f ( t l ,

t Z ,

W
+ +

( t l ,
t Z )

,

W
十 一

( t l ,
t Z )

,

w
一 +

( t l ,
t Z )

,

w 一 ( t l ,
t Z ) )

.

( 8 )

F 、 ( 2 1 , 2 2 ) 任 C
。

( C )
,

z

圣F
、 ( 二 1 , 2 2 ) 任 C

。

( e )
,

( 1 2 2 1簇 1 )
,

( 1 2 2 1) 1 )
,

( 1 2 : { ( 1 )
,

( 1 2 : 1) 1 )
.

( i = l
,

2 )
,

称以上问题为问题 0
.

可将问题 O 化为求奇 异积分方程的解的问题
.

将 ( 7) 式代入 ( 8) 式
,

有

其 H o lde r
常数和上界均与

二 :
无关

,

0 < 。 < 1
.

F l ,

F Z
适合相容条件 lF 、 2 一 F Z、 :

扩又 lF ( 二 1 ,

co ) 一 0,

F Z ( co
, 2 2 ) 一 o

,

F l、 2

满 足 定理 4 条件
,

A ( t l ,

t Z )
,

B ( t l ,
t Z )

,

C ( t l ,
t Z )

,

D ( t l ,
t Z )

,

g ( t l ,

t Z ) 任皿 (五
, a )且

Q必= 价
,

Q笋= ( A + B ) (协+ 5 1笋+ 5 2协 + 5 3价)

( C + D ) ( 一 笋+ 5 1协一 5 2价+ 5 3笋)

( B + D ) ( 2笋一 2 5 1协) + ( 1 一 4 B )笋

4 ( A + B + C + D ) [ T l F l 一 T Z F : 一

4好
.

I f ( “ 1 ,

“ 2 ,

W {
, )

,

w {
2 )

,

w {
3 )

,

w {
` ) ) -

( 9 )

f ( t l ,
t Z ,

W玉
` , ,

W玉
` , ,

W玉
J , ,

W玉
斗 ,

) }镇 ( 1 0 )

J
4 } ( t l ,

t Z ) 一 ( t
` 1 ,

t
` 2 ) I

“
+ J

S 一w {
` ) 一 w 玉

` ) r+

… 十 J S l w 卿
一 w卯 }

,

T 3 (凡 ) ]

(笋为 L ; X L : 上 的 H汉de r
连续函数 )

.

若奇异积分

方程 (9 )式有解 笋
,

则问题 O 有解 w ( 2 1 , 2 2 ) =

T 1 F l + T Z F Z 一 T 3 ( F I
几) + 中 ( 2 1 , 2 2 )

·

引理 6 [2 ] 设 笋( t l ,
t Z ) 〔 皿 (毛

, a )
,

( L =

L l X L Z )
,

则存在与 价无关的正常数 J
3 ,

使得

其 中 J 4 ,

…
,

J S
是 与 才1 ,

, 2 ,
,
` 1 ,

,
’ Z w {

` )
,

w 盖子)
,

w :
3 )

,

w :
4 )

,

( i = z
,

2 )无关的正常数
,

又

设 f ( 0
,

0
,

0
,

o
,

o
,

o ) = o : A
,

B
,

C
,

D 适合

O ( 了 = J
l
[ J

3 ( }I A + B }1
。

+ !} C + D }}
。

+ }} B +

D l}
。

) + }} 1 一 4 B I}
。

]镇 i
,

且在 工 上 !} 9 1}
。

镇占
,

11 IT FI 十 T Z F Z 一 T 3 ( lF 、 2

)I]
。

< 占
,

则 当 0 < 占 <

2笋一 2 5 1笋 1}
。

簇 J 3
{! 价11

。 ,

{12 5 *笋 {}
。

簇 J
:

11必 11
。 ,

i = 1
,

2 )
,

}} 5 2笋士 5 3协 l}
。

簇 J 3
11价11

。 ,

一 协一 5 1价十 5 2必十 5 3
州 }

。

簇 J
3 “ 州 }

。 ,

协+ 5 1协+ zS 价十 5 3

ll}
。

簇 J
3

ll l}I
。 ,

一 协+ s ,协一 5 2势+ 5 3协 }}
。

簇 J 3
}}价 }}

。 ,

笋一 5 1协一 5 2价+ 5 3
州 }

。

毛 J 3
1}引 }

。 .

- 一一卫丝业二川匕- 一一 、
r , , 目 U ,

1 1
.

, 工 ,
.

, , , 、 l

4 }丁 十 J I L J 一3 + J r4 M ) l
` J 3 习

问题 O 可解
,

其中 占

为正常数
,

且解的积分表示式 由 ( 1) 和 ( 6) 式给 出
,

此处 M 是给定的正常数 (使 }}价11
。

< M )
,

J
1 3 ,

1J 4

是适合 }} f }}
。

镇 J
13 + lJ ;

}} 必 }}
。

的正常数 (参 见以

下证明 )
.

证明 记连续函数空 间 c ( L l x L Z )的子集合
:

T = 1协/价任皿 ( L l X L Z , a )
,

“ 笋 }}
。

镇M }
.
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(l )证明 Q是映射集合 T到 自身的映射
.

由

(2 )
,

( 9 )式有
,

1}必 }}
。

( J
:

}} A + B {}
。

1}价+ 5 1价+ 5 2协+ 5 3价1}
。

+

J
:

!} C + D }}
。

!} 一 价+ 5 1笋一 5 2价+ 5 3协 }}
。

+

J :
{} B + D }1

。

}} 2价一 2 5 ,笋 }}
。

+ 4 }! g }1
。

}} f }}
。

J
Z +

J :
!} 1 一 4 B }}

。

}}价 {}
。

+ 4 }! A + B + C +

D {I
。

J Z
11 T I F I + T Z F Z一 T 3 ( F l、 2

) 11
。 ·

( 1 1 )

由 ( 7 )
,

( 1 0 )式和引理 7
,

有

( t
` 1 ,

t
’ 2 ) !

“ .

其中 J l l
为正常数

.

所以

一w
+ +

( t l ,
t Z ) 一 w

+ 十

( t
` 1 ,

t
` 2 ) l镇

3 J
l l l ( t l ,

t Z ) 一 ( t
` 1 ,

t
’ 2 ) 一

“
一+

{专
〔̀ + 5 1 ` + 5 2 ` + “ 3 ` ’ -

专。
, + S , ` + 5 2 ` + 5 3 ` 〕( “ 1 ,

t
’ 2 ) 】簇

C ( f
,

L 1 x L Z ) 簇
( 3 J l l + J

3
{}笋 }}

。

) 1 ( t l ,
t Z ) 一 ( t

` 1 ,
t
` 2 ) l

“

1 l l a X

( t l
·
￡z ) 〔 L 一 x L Z

J
; 1 ( t l ,

t Z ) l
“

+
同理可证得

n 飞a X

( t l
, t Z ) ` L l x L Z

J S 1 T I F I + T Z F Z 一 T 3 ( F l、 2

) l +

n l a X

( t l
,

t Z )任 L l x L Z
J 5 1

。 .

甲丁 t 尹
件

+ 5 1 , + 5 2 , + 5 3 , 3

{
+

·

…

… + 1l l a X

(` 1 t Z ) ( L I又 L Z

J
s I T , F l + T Z F Z 一 T 3 ( F l、 2

) I+

1】l a X

《 t一 亡2 )` L l x L Z

,

} 1
。 , _ , _ ,

.

。 J :

!
“ 8

{万
L , 一 匀 , 一 。 , , 十 。 , 尹」

}

} w
+ 一

( t l ,
t Z ) 一 W

+ 一

( t
` 1 ,

t
` 2 ) l (

( 3 J l l + J
3

{} 笋{}
。

) 一( t l ,
t Z ) 一 ( t

` 1 ,
t

’ 2 ) l
“

l w
一 +

( t l ,
t Z ) 一 W

一 +

( t
` 1 ,

t
’ 2 ) I镇

( 3 J
l l + J

3
!}必!}

。

) l ( t l ,
t Z ) 一 ( t

` 1 ,
t
` 2 ) .

“

一W一 ( t l ,
t Z ) 一 W一 ( t l ` ,

t Z `

) l镇

( 3 J l l + J
3

!}价 }{
。

) 一( t l ,
t Z ) 一 ( t

` 1 ,
t

` 2 ) 一
“

记 J g 二
】1 1 a X

( t l
,

名2 )〔 L 2 x L Z

J 4
{ ( t l ,

t Z ) !
“

+

1l l a X

(
t l

,
名2 ) 〔 L 一 x L Z

… + … +

上式镇 J g

记 J
12 = J ; + 3 J 5

J
l l + 3 J 6

J
l l + 3 J 7

)
, 1 + 3 J

s
J

l l ;

J ` , 一 J S J 3 + J o J 3+ J 7 J 3 + , : J 3
.

所以上式即为

1l l a X

( t z
,

t Z ) ` L 1 x L Z

J引T 1 F l + T Z F Z 一 T 3 ( F l、 2

) 1+

J
S 1T I F I + T Z F Z 一 T 3 ( F l、 2

) l
·

十 J S J 3
}! 州 }

。
十 J 6 J 3

}}州 !
。

+.
二 + sJ J

3
}! 州 I

。 .

记

J l。 = J SJ 3 + J 6 J 3

+.
二 十 J sJ 3 ,

有上式 ( J g + J l 。
}! 价

}}
。 ,

即为 z C ( f
,

乙 I X 毛2 ) ( J g + J ,。
}! 价 又有

I f ( t
’ l ,

t
’ 2 ,

W
+ 十

( t
` 1 ,

t
’ 2 )

,

W
十 一

( t
’ , ,

t

w
一 +

( t
` 、 ,

t
’ 2 )

,

w 一 ( t
’ 1 ,

t
’ 2 ) ) -

f ( t ; ,
t Z ,

W
十 十

( t l ,
t Z )

,

W
十 一

( t l , t Z )
,

W
一 +

( t l ,
t Z )

,

W一 ( t l ,
t Z ) ) l毛

J ; I ( t l ,
t Z ) 一 ( t

W
+ +

( t
’ 1 ,

t
` 2 ) }+

1 ,
t
` 2 ) I

“
+ J 5 I W

+ +

( t l ,
t Z ) -

J s } W一 ( t l ,
t Z ) 一 W一 ( t

’ 1 ,
t
’ 2 ) I

一f ( t
’ 1 ,

t
` 2 ,

W
+ +

( t
` l ,

t
` 2 )

,

W
+ 一

( t
` 1 ,

t
` 2 )

,

w
一 十

( t
’ 1 ,

t
` 2 )

,

W一 ( t
` 1 ,

t
’ z ) ) -

f ( t l ,
t Z ,

W
+ +

( t l ,
t Z )

,

W
+ 一

( t l ,
t Z )

,

W
一 十

( t l ,
t Z

)
,

W一 ( t l ,
t Z ) ) l镇

( J 12 + J
13

1}势 {}
。

) } ( t l ,
t Z ) 一 ( t l ,

t Z ) }
“ .

综上所

述
,

可得 11f 11
。

= C ( f
,

毛 l x 五 2 ) + H ( f
, 。 ,

乙 l x

乙 2 ) = J
g + J

l。
!{价 }}

。
+ J

l : + J
1 3

{}笋 !}
。

= J
l ; + J

15
!1

引 }
。 ,

其中 J g + 1J 2 二 1J 4 ,

lJ 。 十 1J 3 = 1J 5
.

所以 {!

Q价 {!
。

簇 J
l

}! A + B {!
。

J 3
!}价 1}

。
+ J

1
1} C + D }1

。

J
3

{}协 }}
。

+ J
,

}! B + D }}
。

J 3
{! 协 }}

。
+ J

l
{} 1 一 4 B {!

。

,,` ,,
。

+ `

众
` 2` + `盯 1` J

1 4 + J 15
,, ` ,,

·

, < “
+

际)z,

T l ( lF 、 2

)
,

F l ,

F Z
满足定理 4 条件

,

所以

“ `
[六

+ ` 1 ( J 14 + ` 15
M ,」

·

又 因 为 O < 占 <
M ( 1一

} T 1 F l ( t l ,
t Z ) 一 T I F I ( t

` 1 ,
t
` 2 ) } ( J l ;

} ( t l ,
t Z ) 一

( t
` 1 ,

t
` 2 ) }

“
;

}丁
2 F 2 ( t , ,

t Z ) 一 T Z

凡 ( t
’ 1 ,

t
` 2 ) {镇 J

l ;
! ( t l ,

t Z ) -

( t
` l ,

t
’ 2 ) }

“
;

1T 3 F I
又( t l ,

t Z ) 一 T 3 F I、 2

( t
` 1 ,

t
` 2 ) l簇 J

l l
} ( t l ,

t Z ) -

4

〔六
+ J l ( J 14 + J

15
M ,〕

’ 所 以

}} Q价 {}
。

< M
.

所 以 Q 是映射集合 T 到 自身的映

射
.

一
( 2) 下证 Q是连续映射

.

任取 笋
,

e T
,

并设 价
,

一致收敛于 价(t 1 ,
t Z )

,
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7 1 4

( t l,
t Z ) 任五 I X 毛 2 ,

即对于任意
。 > o

,

当 n
充分大 r : 一 t Z 一晋* : , 一 t , I一 ` 一: 2 一 t 2 1一 ` 一d r , l d : 2 一(

有时
,

}}必
。
一 价 }}

。

<
` ,

3占 3占

充分大时
,

对任意的 (t 1 ,

则又由文献「3] 可得
,

当 n

t Z ) 任 L 1 X L :
有 去 {

11
`

J

: 一1 ,
,

一l ,
拿
一 ` d ; 1

{ 。孑d产: =

.

一&1n1II
一 5 1笋

,
一 5 1协 ! ( G I 。 ,

一5 2笋
,
一 5 2价 1( G Z`

( 12 )

1
。

一 一~

, 了百乙

11
`

。

( 3占 ) 2 ( 3占 ) M
7占

a

G l ,

G :
为正常数

.

记 少
,

( : 1 , : 2 ) =

价
。

( : 1 , r Z ) 一 价
,

( t l , : 2 ) 一 价
二

( r l ,
t Z ) + 协

,

( t l , t Z )
.

空 ( r l , r Z ) = 价 ( r l , : 2 ) 一 笋 ( t l , r Z ) 一 笋( r

t Z ) + 必( t l ,
t Z )

.

则有

其中 M
: = 3

a 1 ~

二二百名

11
`

}}笋
二

{1
。 .

又 ! 1 1 (毛 1 I X 乙 22 ) }簇

月

任 )一
目

f
( 11 1 ) Z J L

l 伞
二

( : 1 , : 2 ) -

1产 、 2 2 1 r l 一 t 1 1 } : 2 一 t Z -
一d : 1 】} d r : 一镇

盆2

伞
二

( r l , : 2 ) 喊 lzI 价
,

11
。

} : , 一 t , }晋 I : 2 一 t Z }熟 去 {
11

` “

3占
: 一,

,

el ,
拿
一 ` d尸 1

{
A 2

3。尸乏

一 l d o Z镇

几22

A

夏2
、 、 .产

CQ
内J

几
r Z 一 t 2 12

.

( 1 3 )

1 ~

二二二下乙

11
`

盆2
一少 ( r l , r Z ) 一镇 2 }}协 !}

。
一: 1 一 t l

{} 笋
,

}}
。 = M

S

戒
.

记 5 3笋
。

( t ) 一 5 3协( t ) = 1 1 ( L ) + …

( t , ,
t Z )

,

L = L , X L Z ,

其中

+ 1 5 ( L )
,

t =

A :
为 D :

的直径
,

M
S = 1

_

~

二不 乙

I t
`

}1势
。

}{
。

3
盆 ,

鲁
z 八玄 同理

1 1 ( L ) =
1

( IT
* ) 2{ —

里必
.

立
兰

二立- 一 」 _ 」

,
, 、 /

,

\

盯
I Q r Z

L 、 T l 一 石 1八
r Z 一 L Z j

( : 1 , r Z )
可得 11

1 ( L 1 2 x L 2 1 ) } < M
g 。号

.

类似讨论

1 2 ( L ) =

示{
:

丈不孚:台:f荞.
d r l d r Z ’

}1
2 ( L 1 1 X L 22 ) } : }12 ( L l l X L 2 1 ) } ; }1 2 ( L l : X L 2 1 ) !

有

几 ( L ) =
1

( IT
i ) 2

红丛卫卫二兰丝止卫
,

/ \ l
,

\ Q T I Q r Z ;

戈 r l 一 石 l j 、 r Z 一 石 Z j

}1 2 ( L 1 1 X L 2 2 ) 1( M
l 。犷

}1 2 ( L l : X L 2 1 ) } ( M
12占

11
2 (无 1 1 火 五2 1 ) 1< M

l l 。号

.

令
几2

E ( r l , : 2 ) = [价
n

1 4 ( L ) =
1 [笋

,

( t l , : 2 庐

r l ,

t l ,

: 2 ) 一 笋(
: 1 ,

r Z )」+ 仁笋
n

了f、了̀、
LL

.

!
J产

ee
J

( n
i ) 2

r Z ) ] 一

t l ,
t Z ) 一 价( t l ,

类似于 ( 13 )式的

弓,̀石rrrTEE
1 5 ( L ) = , 乡一 {

( 11 1 ) Z J L

啥蛛漂晋
.

d: l d: 2

色粉令
万轰粤

l

汾
d: l d: 2

t Z ) ]一 [笋
二

( : 1 ,
t Z ) 一 笋( : 1 ,

t Z ) ]

证明
,

有

}}协
。
一 笋1!

。

}1价
,
一 笋1】

。

一 t l

一 t Z

以 t 为中心作 t 的 3占邻域
,

记 无` = 工` ; + 毛
: 2 ,

i =

1
,

2
,

L `1
为在 O ( t

,

3占) 内部 的部分
,

毛 12
为 在

O ( t
,

3占)外部的部分
,

则有

}E ( r l ,

可得

: 2 ) }簇 2

: 2 ) 1镇 2

r Z ) 1毛 2 &ll
,
一

l}I
。

}
: , 一 t ,

自
: 2 一 t Z

}合
.

}1 1 ( L l : x L 22 ) + 1 2 ( L l : x L 2 2 ) 1镇

气尸”止

对

II z

1 f
, ` L“ ’ =

i厄矛 J
( r l , : 2 )- -当业业三丝一一

. 」 ,

了
_ ,

\ I
,

\

盯
I Q T Z

L 、 T l 一 L l 从
r Z 一 乙 2 尹

2 * }. ,
二
一 , 11

。

C 爹
一 ` d p , 镇

止22
1 1 ( L 11 X L 2 1 ) + 1 1 ( L l l x L 22 ) +

1 1 ( L l : x L 2 1 ) + 1 1 ( L l : x L 22 )
.

目

兰扮; A早A

11
`

}}协
,
一 价 }1

。
= M

13
}1价

,
一 州 }

。 .

记 }
: 1 一 t ;

I = 尸1 ,

1
r Z 一 t 2 1 = 尸2 ,

则 l d : ; l = d尸1 ,

}dr
Z

卜 d p Z ,

所以
A

;

为 D ` 的直径
,

, 、 _

2
`

传
.

鲁
一 工 , 乙 , ’竹 ` , 二

平八 犷八玄
·

. , 1 ( : 1 , x : 2 , ) . ( 去 r : sr ,
二

}一
。

11
“ “ 11又 “ 2̀

T 1 } 几 L } =
鱼业宝五业呈乏二丝些二卫 d r ,

j
-

戈 T l 一 不 1 / i
毛 J

L

产

!J1

一仆
且2

` 1.
本乙
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} 5 2协
,
一 5 2价 }簇 G Z石

同理 可得 } 1 4 ( L ) 1二 } s ,价
,
一 5 1

州 簇 G l 呀
,

并 且

} 15 ( L )卜 }笋( t ) 一 必
。

( t ) !毛 }}笋
二 一 笋 }l

。 .

综上所述
,

有 }5 3笋
。
一 5 3

引镇

1 1 1 ( L ) l + 一1 2 ( L ) 1+ } 1 3 ( L ) 1+

1 1 4 ( L ) l + 1 1 5 ( L ) l簇

I酬
”
一
以 l镇 { A + B “

。

(任 + G Z呀 十 G l 呀 十 G 3 呀 ) +

一
C + D

B + D

。

(任 + G Z 任 + G l 任 + G 3 石 ) +

。

( 2 任 + Z G I 石

4 1 4 9 ! J
S
J

3 任 < G 4 百
.

) + }} 1 一 4 B I}
。

6 +

( G ;
为正常数 )

.

( M
7 。

·
+ M

S。号十 M
g 。货+ M

l。。货+ M
l l 。货十

M
1 2占

}}式

晋)
+ M

l 。
11价

二
一 价 l}

。
+ G Z ` + G l ` +

M
14 (占

·
+ 母货+ ]l协

,
一 协11

。
+ 6 )

,

其中 M
l ; 二 m a x ( M

: + M
S + M

g + M
l。 + M

l l + M
12 ,

M
13 + 1

,

G : 十 G l )
.

又 因为 当
n
充分大时

,

有

}! 笋
。
一 价 }l

。

< 呀
,

所以对于任意的任 > 0
,

可取 占

充分小
,

再取
n
充分大

,

可以使得对于任意的 t 任

L
,

有

所以 Q 为连续映射
,

又 由 A rz d a 一

sA co h 定理可知
,

T 是 C ( L )中的紧集
,

所 以连续映射 Q 映射 C ( L )

中的闭凸集 T 到 自身
,

且 Q ( T )也是 C ( L )中的紧

集
,

则可由 S ch au d e 不动点原理知
,

至少存在一个

函数 巾 任皿 ( L
, a )适合奇异积分方程 ( 1 0)

,

即问

题 。 至少存在一解 w ( 2 1 , 2 2 )
,

并且解的积分表

达式由 ( 6) 和 ( 1) 式给出
.

注 1 在定理 8中
,

若 f 三 1
,

那么非线性问题

O 变为线性问题
,

存在惟一解
.

注 2 当 ( 4 )式中 F l二 F Z三0 时
,

( 4 )式的解 w

( 2 1 , 2 2
)是解析函数

,

则定理 7
,

8 就是文献 〔2] 中

的引理 3 和定理 3
.

1 5 3笋
,
一 5 3笋 . < M

14 ( 占
·

+ 占号+
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